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Se considera un problema abierto acerca de la extension de una propiedad
surgida en el marco de las clases de Baire. Se considera la adecuacion de
la convergencia uniforme de sucesiones como herramienta para pasar de
funciones diferenciables a funciones diferenciables a tramos con puntos
de no diferenciabilidad, y luego a funciones no diferenciables en ninguna
parte. Entonces, se estudia la diferenciabilidad de las funciones lmites de
las sucesiones uniformemente convergentes de funciones diferenciables.
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We consider the open problem concerning the extension of aproperty ap-
pearing in the context of Baire classes. We consider the adaptation of
uniform convergence of sequaences as a tool to go from dierential func-
tions to piecewise dierential functions with points of non dierentiability
and then nowhere dierentiable functions. Then, we consider the dier-
entiability of the limit functions for uniformly convergent sequencies of
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erentiable functions.
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1 Introduccion historica
Este artculo surge en el marco del trabajo de grado [11], del cual emergen
algunas preguntas abiertas, entre ellas se aborda una que plantea la posi-
bilidad de generar una clasicacion de funciones analoga a la propuesta
por Rene Baire en [3] en la que la jerarquizacion no este basada en el
grado de discontinuidad sino en el grado de diferenciabilidad. El tratar
de plantear la analoga conlleva a preguntas que se intentan responder
y que por ahora han llevado a estudiar la sucesion de derivadas de una
sucesion uniformemente convergente de funciones diferenciables.
En 1821 el matematico frances Louis Augustin Cauchy plantea y \de-
muestra" en [4] un resultado que se ha conocido como el primer teorema
falso de Cauchy:
Si
1P
n=1
fn converge a f y si cada fn es continua entonces f es con-
tinua.
Sin embargo se conocen series de funciones que contradicen este enun-
ciado, tales como las series de Fourier del tipo:
1X
n=1
( 1)n+1 sen(nx)
n
;
que converge a la funcion f(x) = 12x; para x 2 ( ; ) y f() = 0. Am-
pliando el dominio, la funcion es periodica, de periodo 2 y discontinua
en los puntos (2n  1), n 2 Z. Esta funcion se representa gracamente
en la gura 1.
Figura 1.
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El resultado anterior condujo a la comunidad matematica de media-
dos de siglo XIX a indagar sobre el defecto de la demostracion de Cauchy.
No fue si no hasta 1847 que Seidel presento una respuesta satisfactoria
en torno a este problema. De su respuesta se sigue que la convergencia de
la serie no era suciente, sino que se necesitaba fortalecer esta condicion
hacia la denominada convergencia uniforme, que en esencia plantea que
el valor de N no puede depender de la variable x, como ocurre en el caso
de la convergencia puntual.
El analisis del siglo XIX en Francia se dedicaba casi que exclusiva-
mente al estudio de las funciones continuas, o a lo mas con discon-
tinuidades aisladas. As en el auge de la continuidad y de la repre-
sentacion de funciones a traves de series trigonometricas, la convergencia
uniforme se convirtio en una potente herramienta para asegurar la con-
tinuidad de las funciones lmite (o funciones que se dejaban expresar
como serie trigonometricas). En este sentido, Rene Baire, matematico
frances que tuvo su produccion a nales del siglo XIX e inicios del Siglo
XX, fue contrario a la tendencia continuista de los franceses y se intereso
en el estudio de las funciones con alto grado de discontinuidad, en esen-
cia, Baire investigo las condiciones bajo las cuales se generan funciones
con grado de discontinuidad cada vez mas alto a traves de la convergen-
cia puntual de sucesiones de funciones. Es as, que en 1899 en su tesis
doctoral plantea la siguiente clasicacion de funciones de variable real:
C0 = ff 2 F=f es continuag ;
C1 = ff 2 F=f =2 C0 y existe ffng  C0 tal que fn ! fg ;
C2 = ff 2 F=f =2 C0 [ C1 y existe ffng  C0 [ C1 tal que fn ! fg ;
...
Cn =
(
f 2 F=f =2
n 1[
k=0
Ck y existe ffng 
n 1[
k=0
Ck tal que fn ! f
)
;
...
C! =
(
f 2 F=f =2
[
k2N
Ck y existe ffng 
[
k2N
Ck tal que fn ! f
)
;
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C!+1 =
(
f 2 F=f =2
[
k2N
Ck [ C! y existe ffng 
[
k2N
Ck [ C!
tal que fn ! f
)
;
... :
De la misma forma se denen C!+2; C!+3;    ; C2!;    .3
Baire caracterizo las funciones de C1 a traves de un teorema que
necesita una denicion previa:
Denicion 1. Una funcion de variable real se dice puntualmente
discontinua si en cada subintervalo (a; b)  Domf existe c 2 (a; b) tal
que f es continua en c.
Teorema 1. f 2 C1 si y solo si no es continua y es puntualmente
discontinua respecto a todo conjunto perfecto.4
Es importante resaltar que a partir de la clase C1, todas estan cons-
tituidas por funciones discontinuas, con la caracterstica de que el grado
de discontinuidad es mayor a medida que se aumenta de clase. Notese
ademas que la convergencia puntual es la que permite pasar de una clase
a la siguiente.
Lo anterior sugiere la posibilidad de generar una clasicacion de fun-
ciones dependiendo del grado de diferenciabilidad, tambien se planteara
la pregunta de vericar si la convergencia puntual 5(a diferencia de la
uniforme) es la que permitiera obtener funciones cada vez menos dife-
renciables.
Para abordar lo anterior, debe tenerse en cuenta que el primer nivel
de una jerarqua de funciones caracterizadas por su grado de diferencia-
bilidad y analogo a las Clases de Baire, debe estar conformado por las
funciones diferenciables y el segundo nivel, por funciones no diferencia-
bles que se pueden expresar como el lmite de una sucesion de funciones
3 ! representa el primer ordinal trasnito de la teora de conjuntos.
4 Los detalles de esta demostracion pueden verse en [11], Captulo 3.
5 La convergencia puntual no siempre es uniforme, as en este artculo, siempre que
se hable de convergencia puntual de sucesiones o series, se debe excluir la posibilidad
de la convergencia uniforme, a no ser que se indique lo contrario.
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diferenciables, sin embargo, en ese segundo nivel cabran funciones dis-
continuas, teniendo que la diferenciabilidad se restringira al caso de los
puntos de continuidad. En ese sentido, este estudio se acotara al universo
de funciones continuas, y para ello se asumira la convergencia uniforme
de las sucesiones.
2 Sucesion de derivadas y convergencia
Considerese la clase de la funciones diferenciables D0, es factible pen-
sar, siguiendo una analoga con las clases de Baire, que una sucesion de
funciones6 de D0 ffng que converge uniformemente, lo hara hacia una
funcion diferenciable. Al respecto, en [1][p. 278] se enuncia el siguiente
teorema en el cual se presentan condiciones sucientes para que esto
ocurra
Teorema 2. Supongamos que cada termino de ffng es una funcion
real con derivada nita en cada punto de un intervalo abierto (a; b).
Supongamos que para un punto x0, por lo menos, de (a; b) la sucesion
ffn(x0)g converge. Supongamos ademas que existe una funcion g tal que
f 0n ! g uniformemente en (a; b). Entonces:
1. Existe una funcion f tal que fn ! f uniformemente en (a; b).
2. Para cada x de (a; b) la derivada f 0(x) existe y es igual a g(x).
Considerando nuevamente una sucesion de funciones diferenciables
fn que converge uniformemente a f , entonces existe un punto x0 para el
cual la sucesion fn(x0) converge. De acuerdo a esto y al teorema anterior
se puede plantear la siguiente proposicion:
Proposicion 1. Sea fn una sucesion de funciones diferenciables
que converge uniformemente a f en el intervalo (a; b), si f 0n converge
uniformemente entonces f es diferenciable en (a; b).
Sin embargo no siempre una sucesion de funciones de D0 converge a
otra funcion de D0, la siguiente es una una serie de funciones diferen-
ciables en todo R que converge a una funcion cuyo conjunto de puntos
de no diferenciabilidad es fn : n 2 Zg. Esta funcion se representa
gracamente en la gura 2.
6 En adelante se trabajara indistintamente entre sucesiones y series. Estas ltimas,
de hecho se pueden ver como sucesiones de sumas parciales.
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
2
+
1X
n=1
2 cos(n)  2
n2
cos(nx) : (2.1)
Figura 2.
Si se dene D1 como la clase de las funciones no diferenciables que
son lmite de sucesiones o series uniformemente convergentes de funciones
diferenciables, entonces el ejemplo presentado guarda analoga con la
generacion de las funciones de C1, en este sentido se podra pensar en
extender el Teorema 1 al caso de la no diferenciabilidad tomando como
base la nocion de funcion puntualmente discontinua para denir funcion
puntualmente no diferenciable.
Denicion 2. Una funcion de variable real se dice puntualmente no
diferenciable si en cada subintervalo (a; b)  Domf existe c 2 (a; b) tal
que f es diferenciable en c.
Sin embargo existen funciones que contrastan la analoga correspon-
diente a la extension de T1, por ejemplo:
7
1X
k=0
1
k!
sen((k + 1)! x) : (2.2)
Esta es una serie de funciones diferenciables en todo R que con-
verge a una funcion diferenciable en ningn punto, por lo cual no posee
la propiedad de ser puntualmente no diferenciable. Por lo tanto el ser
puntualmente no diferenciable no es condicion necesaria para ser repre-
sentable a traves de sucesiones de D0.
7 Esta serie es extrada de [12], que corresponde a una funcion trabajada por
Gaston Darboux en 1875 en su obra [6].
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Figura 3.
En general a la clase D1 anteriormente denida perteneceran tanto
funciones puntualmente diferenciables como totalmente no diferenciables,
pero resulta perturbador que dos tipos de funciones tan diferentes esten
contenidas en una misma clase, sera necesario entonces buscar alguna
condicion que permita distinguir entre las sucesiones uniformemente con-
vergentes de funciones diferenciables que convergen a funciones no deri-
vables y puntualmente no diferenciables (tipo (2.1)) y las las sucesiones
uniformemente convergentes de funciones diferenciables que convergen a
funciones diferenciables en ninguna parte (tipo (2.2)).
A partir de la proposicion 1 se puede intuir que la condicion podra
buscarse en la sucesion de derivadas correspondiente a la sucesion de
funciones dada, puesto que como se mostro al inicio de la seccion, la
convergencia uniforme de la sucesion de derivadas asegura la diferencia-
bilidad de la funcion lmite.
De acuerdo a esto vease que la series de derivadas de (2.1) y (2.2) son
 
1X
n=1
2 cos(n)  2
n
sen(nx) ; (2.3)
y
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1X
k=0
(k + 1) cos((k + 1)! x) ; (2.4)
respectivamente.
Notese que (2.3) converge puntualmente, mientras que la serie original
(2.1) converge a una funcion puntualmente no diferenciable. De forma
analoga, (2.4) diverge, mientras que la serie original (2.2) converge a una
funcion diferenciable en ninguna parte.
Los dos ejemplos anteriores sugieren la siguiente conjetura:
Conjetura 1. Sea fn una sucesion de funciones diferenciables que
converge uniformemente,
1. si f 0n converge puntualmente entonces lim fn es una funcion no
derivable pero puntualmente no diferenciable.
2. si f 0n diverge entonces lim fn es una funcion diferenciable en ningu-
na parte.
No obstante la sucesion fn(x) =
sen(nx)p
n
converge uniformemente a
la funcion nula que es diferenciable, pese a que la sucesion de derivadas
f 0n(x) =
p
n cos(nx) diverge. En consecuencia la parte 2 de la conjetura
anterior es falsa.
De otro lado, considerese la sucesion
fn(x) =
arctan(
p
nx)p
n
(2.5)
la cual converge uniformemente, mientras que la sucesion de sus derivadas
f 0n(x) =
1
nx2 + 1
converge puntualmente a la funcion:
g(x) =

1 si x = 0
0 si x 6= 0
cuyo punto de discontinuidad es x = 0, en consecuencia, de acuerdo a la
parte 1 de la conjetura, se esperara que lim
arctan(
p
nx)p
n
no sea diferen-
ciable en este punto, no obstante
arctan(
p
nx)p
n
converge a la funcion nula
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que es diferenciable en todo punto por lo que la parte 1 de la conjetura
tambien es falsa.
Respecto a este ltimo ejemplo, notese que la funcion nula conserva
la propiedad de ser puntualmente no diferenciable, esto sugiere que si
en la parte 1 de la conjetura solo se exige que lim fn sea puntualmente
no diferenciable omitiendo la condicion de la no derivabilidad de lim fn
entonces la conjetura podra ser cierta.
Lo anterior conduce a conjeturar lo siguiente:
Conjetura 2. Sea fn una sucesion de funciones diferenciables que
converge uniformemente, si f 0n converge puntualmente entonces lim fn es
una funcion puntualmente no diferenciable.
3 Comentarios
1. La conjetura con la que se ha nalizado no solo esta basada en los
ejemplos (2.1) y (2.5), sino en la presentacion que se ha hecho del
artculo. De hecho, la proposicion 1 se acoge bajo esta conjetura
puesto que la convergencia uniforme implica la puntual (como se
se~nalo en el pie de pagina 2) y el hecho de que una funcion sea
diferenciable conlleva a que esta sea puntualmente no diferenciable
(pero no al contrario).
2. Este artculo ha sido motivado en un problema surgido en el marco
del desarrollo del trabajo de grado [11], en el que se plantea recono-
cer los puntos de diferenciabilidad de una funcion que se representa
por una serie uniformemente convergente de funciones diferencia-
bles. al respecto varios textos de analisis determinan relaciones
entre las convergencias y la continuidad y entre las convergencias
y la integrabilidad. No obstante la documentacion en torno a la
relacion entre diferenciabilidad y las convergencias se ha reducido
al teorema 9.13 de [1]. Mientras que en textos como [10], se pre-
sentan varios ejemplo que permiten abordar esta inquietud, pero
no hay generalizaciones al respecto.
3. La convergencia uniforme es condicion suciente para que el lmite
de una sucesion de funciones continuas sea una funcion continua,
sin embargo no es una condicion necesaria, para ello se puede ver el
ejemplo 2 de la seccion 9.2 de [1]. En ese sentido se puede pensar en
debilitar la hipotesis de la conjetura 2 y no exigir la convergencia
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uniforme de la sucesion fn, la cual podra ser reemplazada por la
condicion de que lim fn sea continua.
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